Contents Forward . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi 1 Introduction 1 1.1 Distributed Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Atomic Transactions for Distributed Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2.1 Atomic Databases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2.2 Transactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2.3 Nested Transactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.3 Transaction-Processing Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.3.1 Locking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 1.3.2 Timestamps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.3.3 Optimistic Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.3.4 Replication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.3.5 Recovery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.4 Formal Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.4.1 Why a Formal Model? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.4.2 An Operational Automaton Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.4.3 Correct Systems Simulate Serial Systems . . . . . . . . . . . . . . . 23 1.5 Comparisons with the Classical Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.5.1 Serializability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 1.5.2 Classical Treatment of Recovery . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.5.3 Data Types and Nesting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 1.5.4 Operational versus Axiomatic Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 1.5.5 A Finer Granularity of Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 1.6 Contents of This Book . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 1.6.1 The Basic Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 1.6.2 Fundamental Transaction-Processing Algorithms . . . . . . . . . . . 29 1.6.3 More Advanced Transaction-Processing Algorithms . . . . . . . . . . 30 i

1.7 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 1.7.1 Transactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 1.7.2 Correctness Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 1.7.3 Algorithms for Concurrency Control and Recovery . . . . . . . . . . 33

2 An Automaton Model 35 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2.2 Action Signatures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.3 Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.3.1 Conventions: Transition Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 2.3.2 More Examples of Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.4 Executions and Behaviors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 2.5 Composition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.5.1 Composition of Action Signatures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2.5.2 Composition of Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 2.5.3 Properties of Systems of Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.6 Proofs about Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 2.7 Relationships between Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2.7.1 Implementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2.7.2 Possibilities Mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 2.8 Preserving Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 2.9 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 2.9.1 Process Algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 2.9.2 State-based Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 2.9.3 Uses of Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 2.10 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 2.11 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 3 Serial Systems and Correctness 91 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 3.2 System Types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 3.3 General Structure of Serial Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 3.4 Serial Actions and Well-Formedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 3.4.1 Basic Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 3.4.2 Well-Formedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 3.5 Serial Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 3.5.1 Transaction Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 3.5.2 Serial Object Automata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 3.5.3 The Serial Scheduler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

3.5.4 Serial Systems, Executions, Schedules and Behaviors . . . . . . . . . 126 3.5.5 Convention: Fixing the System Type and Serial System . . . . . . . 130 3.6 Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 3.6.1 Atomicity of Action Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 3.6.2 Atomicity of Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 3.6.3 Stronger Correctness Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 3.6.4 Atomicity and Intuition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 3.6.5 Implications for Schedules and Executions . . . . . . . . . . . . . . . 133 3.6.6 Correctness of Infinite Behaviors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 3.7 An Additional Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 3.8 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 3.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 4 Special Classes of Serial Systems 141 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 4.2 Equieffectiveness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 4.3 Commutativity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 4.3.1 Forward Commutativity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 4.3.2 Backward Commutativity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 4.4 Special Classes of Operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 4.4.1 Transparent Operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 4.4.2 Obliterating Operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 4.5 Serial Dependency Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 4.6 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 4.7 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 5 The Atomicity Theorem 161 5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161 5.2 Visibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162 5.3 Simple Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 5.3.1 Simple Database . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 5.3.2 Simple Systems, Executions, Schedules, and Behaviors . . . . . . . . 172 5.4 Event and Transaction Orders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 5.4.1 SD-Affects Order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 5.4.2 Affects Order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 5.4.3 Sibling Orders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 5.5 Atomicity Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 5.5.1 Theorem and Proof Sketch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 5.6 Proof of the Atomicity Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

5.6.1 Pictures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 5.6.2 Behavior of Transactions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 5.6.3 Behavior of Serial Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 5.6.4 Behavior of the Serial Scheduler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 5.6.5 Proof of the Main Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 5.7 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 5.8 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 5.9 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 6 Locking Algorithms 197 6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 6.2 Dynamic Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 6.2.1 Completion Order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 6.2.2 Generic Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 6.2.3 Dynamic Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 6.2.4 Local Dynamic Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 6.3 General Commutativity-based Locking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216 6.3.1 Locking Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216 6.3.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 6.4 Moss’s Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 6.4.1 Moss Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 6.4.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 6.4.3 Read/Write Locking Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 6.5 General Undo Logging Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 6.5.1 General Undo Logging Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 6.5.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246 6.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250 6.7 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 6.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 7 Timestamp Algorithms 265 7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 7.2 Simple-Pseudotime Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268 7.2.1 Simple-Pseudotime Database . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 7.2.2 Simple-Pseudotime Systems, Executions, Schedules, and Behaviors . 273 7.3 Static Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 7.3.1 Pseudotime Order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 7.3.2 Pseudotime Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276 7.3.3 Static Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

7.3.4 Local Static Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 7.4 Reed’s Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 7.4.1 Reed Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 7.4.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292 7.4.3 A Concrete Implementation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297 7.4.4 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298 7.5 Type-specific Concurrency Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 7.5.1 Herlihy Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 7.5.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 7.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310 7.7 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310 7.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311 8 Hybrid Algorithms 315 8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315 8.2 Hybrid Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 8.2.1 Hybrid Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 8.2.2 Hybrid Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322 8.2.3 Local Hybrid Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322 8.3 Dependency-Based Hybrid Locking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 8.3.1 Dependency Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 8.3.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331 8.4 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 8.5 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336 8.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336 9 Relationship to the Classical Theory 339 9.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339 9.2 Assumptions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341 9.2.1 Read/Write Serial Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342 9.2.2 Appropriate Return Values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342 9.2.3 A Sufficient Condition for Appropriate Return Values . . . . . . . . 344 9.3 The Serialization Graph Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346 9.4 Moss’s Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349 9.5 Extension to General Data Types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351 9.5.1 Serialization Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351 9.5.2 An Undo Logging Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 9.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354 9.7 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354

9.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355 10 Optimistic Algorithms 357 10.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357 10.2 Optimistic Hybrid Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359 10.2.1 Simple-Timestamp Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 359 10.2.2 Optimistic Hybrid Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 10.2.3 Optimistic Hybrid Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371 10.2.4 Local Optimistic Hybrid Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372 10.3 An Optimistic Dependency-based Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373 10.3.1 Optimistic Dependency Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373 10.3.2 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377 10.4 Optimistic Pseudotime Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381 10.4.1 Optimistic Pseudotime Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382 10.4.2 Optimistic Static Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385 10.4.3 Local Optimistic Static Atomicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385 10.5 An Optimistic Version of Reed’s Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386 10.5.1 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389 10.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392 10.7 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393 10.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393 11 Orphan Management Algorithms 397 11.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397 11.2 The Orphan Management Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400 11.3 An Affects Relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401 11.4 Filtered Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405 11.4.1 The Filtered Database . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406 11.4.2 The Filtered System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407 11.4.3 Simulation of the Generic System by the Filtered System . . . . . . 408 11.5 Piggyback Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409 11.5.1 The Piggyback Database . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410 11.5.2 The Piggyback System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 11.5.3 Simulation of the Generic System by the Piggyback System . . . . . 415 11.6 Strictly Filtered Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416 11.6.1 The Strictly Filtered Database . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416 11.6.2 The Strictly Filtered System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416 11.6.3 Simulation of the Generic System by the Strictly Filtered System . . 417 11.7 Clock Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417

11.7.1 The Clock Database . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418 11.7.2 The Clock System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419 11.7.3 Simulation of the Generic System by the Clock System . . . . . . . . 420 11.8 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421 11.9 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421 11.10Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422 12 Replication 423 12.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423 12.2 Configurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 12.3 Fixed Configuration Quorum Consensus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 12.3.1 System A, the Unreplicated Serial System . . . . . . . . . . . . . . . 426 12.3.2 System B, the Fixed Configuration Quorum Consensus Algorithm . 426 12.3.3 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432 12.4 Reconfigurable Quorum Consensus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 438 12.4.1 System A, the Unreplicated Serial System with Dummy Reconfiguration439 12.4.2 System B, the Reconfigurable Quorum Consensus Algorithm with a Centralized Configuration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 441 12.4.3 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447 12.4.4 System C, the Reconfigurable Quorum Consensus Algorithm with Replicated Configurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 450 12.4.5 Correctness Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455 12.5 Concurrent Replicated Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 460 12.6 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461 12.7 Bibliographic Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462 12.8 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462 A Mathematical Concepts 465 A.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465 A.2 Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465 A.3 Tuples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466 A.4 Relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 466 A.5 Functions and Partial Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467 A.6 Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468 A.7 Sequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468 Bibliography 471 viii CONTENTS